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RESUMO

Nao se conhece algoritmo exato eficiente para o célebre problema do passeio
aberto do cavalo em tabuleiros de xadrez. A heuristica proposta recentemente por
Alvarez-Martinez e Lézaro (em “Algoritmo deterministico para resolver el problema
del tour abierto del caballo sobre tableros de ajedrez n x n”, SBPO 2012) apresenta
bons resultados. Entretanto, hd contra-exemplos de diversos tamanhos para a afirmacao
de que ela seria capaz de encontrar solucdo a partir de todas as possiveis casas iniciais.
Além disso, ela ndo lida bem com as simetrias naturais do problema, podendo encontrar
resultados divergentes partindo de casas iniciais absolutamente simétricas. A partir de um
refinamento baseado nos octantes do tabuleiro, apresentamos uma heuristica que, além
de preservar simetria, logrou éxito em todos os testes realizados (tabuleiros n X n, para
5 < n <430, a partir de todas as possiveis casas iniciais). Ademais, a heuristica proposta
se mostra extensivel a tabuleiros retangulares e multidimensionais.

PALAVRAS CHAVE. Passeio aberto do cavalo, caminho hamiltoniano.

Area principal: TAG - Teoria e Algoritmos em Grafos.

ABSTRACT

No efficient exact algorithms are known for the famous open knight’s tour problem
over a chessboard. The heuristic method proposed recently by Alvarez-Martinez and
Léazaro (in “Algoritmo deterministico para resolver el problema del tour abierto del
caballo sobre tableros de ajedrez n x n”, SBPO 2012) presents good results. However,
there are counterexamples of various sizes for its alleged ability to find a solution starting
from every possible initial position. Besides that, it does not cope well with the natural
symmetries of the problem, at times producing diverging results for absolutely symmetri-
cal initial squares. A refinement based upon the octants of the chessboard gave rise to a
symmetry-preserving method that was successful in n X n chessboards, for 5 < n < 430,
starting from all possible initial squares. Moreover, the proposed method is probably
extensible to rectangular and multidimensional boards.
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1. Introducao

Um passeio do cavalo é uma sequéncia formada pelas casas de um tabuleiro de
xadrez onde cada casa aparece exatamente uma vez, € em que duas casas consecutivas, na
sequéncia, estdo afastadas uma da outra, no tabuleiro, duas unidades em uma dimensao e
uma unidade na outra dimensdo. Em outras palavras, trata-se de um percurso que poderia
fazer o cavalo do jogo de xadrez, com seu movimento tipico em forma de L, passando por
todas as casas do tabuleiro, sem jamais passar duas vezes pela mesma casa. Mais formal-
mente, o problema de se decidir a existéncia de um passeio do cavalo € caso particular do
problema do caminho hamiltoniano — que é NP-completo para grafos gerais — em um
grafo cujos vértices s@o as casas do tabuleiro, e cujas arestas ligam casas separadas por um
movimento valido do cavalo.

Leonhard Euler foi um dos primeiros — e certamente o mais proeminente — estu-
diosos a investigar o problema do passeio do cavalo (Euler, 1759). Diversas variantes do
problema foram consideradas desde entdo. Na versao fechada, exige-se que a primeira e a
ultima casa do passeio também estejam separadas por um movimento do cavalo, isto €, que
o cavalo consiga retornar a sua casa inicial em um unico movimento apoés visitar todas as
demais casas do tabuleiro. Na versao aberta, inexiste tal exigéncia. Embora a formulacao
inicial do problema tenha provavelmente empregado um tabuleiro de xadrez tradicional,
de tamanho 8 x 8, ha muito que outros tipos de tabuleiro foram considerados: tabuleiros
n X n (integros ou com casas removidas) para valores arbitrarios de n (Parberry, 1997),
retangulares n x m (Cull and DeCurtins, 1978), tabuleiros tridimensionais € multidimensi-
onais (Erde et al., 2012; Kumar, 2012), tabuleiros imersos em superficies esféricas (Cairns,
2002), téricas (Watkins, 1997) etc.

N3ao se conhece algoritmo exato eficiente para o problema de se determinar a exis-
téncia de um passeio aberto do cavalo em tabuleiros n x n. A versao para passeios fechados
foi resolvida em (Schwenk, 1991) ndo apenas para tabuleiros quadrados, mas para todos
os tabuleiros retangulares. Em seu artigo, Schwenk caracteriza os tabuleiros que admitem
tais passeios e delineia um método eficiente para encontrd-los. E evidente que, se certo
tabuleiro admite passeio fechado, entdo o mesmo tabuleiro admite passeio aberto a partir
de todas as possiveis casas iniciais, de forma que o resultado de Schwenk pode ser aplicado
nesses casos. Contudo, para a imensa quantidade de tabuleiros que ndo o admitem, ndo se
sabe determinar de forma exata se € possivel ao cavalo descrever um passeio aberto a partir
de uma casa inicial dada.

Estamos interessados no problema do passeio aberto em tabuleiros quadrados n X
n a partir de uma casa inicial arbitrdria. Quando n € par, é possivel, a principio, obter
passeios abertos a partir de qualquer casa do tabuleiro. Quando n é impar, no entanto,
sdo impossiveis passeios originados de casas pretas, isto é, de casas que nao tenham a
mesma cor dos cantos do tabuleiro.! A razdo para a impossibilidade de haver passeios
originados de casas pretas estd na alternancia de cores ao longo de qualquer passeio € no
fato de o ndmero de casas brancas ser uma unidade maior do que o nimero de casas pretas
em tabuleiros de tamanho impar. Quando, ao longo do texto, escrevermos casas iniciais

"Por convengio, casas brancas sio aquelas cujas coordenadas somadas resultam em um niimero par quando se utiliza
qualquer sistema de coordenadas em que a origem corresponda a uma das casas situadas nos cantos do tabuleiro. Neste
trabalho, identificamos as casas por pares (4,5), 0 < 4,5 < n — 1, sendo a primeira coordenada referente as colunas
(fileiras verticais de casas), ¢ a segunda referente as linhas (fileiras horizontais). A casa (0, 0) correspondente ao canto
superior esquerdo do tabuleiro.



possiveis, estaremos nos referindo a todas as casas do tabuleiro, caso n seja par, e a todas
as casas brancas do tabuleiro, caso n seja impar.

Existe na literatura uma boa quantidade de heuristicas e algoritmos para o problema
do passeio aberto do cavalo em tabuleiros n x n. Cada um dos quais apresenta, no entanto,
caracteristicas ndo muito desejaveis. A maioria s6 funciona a partir de uma tnica casa
inicial (em geral, um dos cantos do tabuleiro), um bom nimero deles baseia-se em divisdo-
e-conquista utilizando numerosos casos-base que precisam ser recomputados para cada
possivel casa inicial considerada (o que os torna custosos para casas iniciais arbitrarias),
e muitos simplesmente falham para valores particulares de n. Em (Ganzfried, 2004), por
exemplo, em que foram testados tabuleiros n x n com 5 < n < 610, surgiram problemas
paran € {7,8,9,74,113,428}. O mesmo valor patolégico n = 428 também levou a
heuristica de (Roth, 1993) a falhar.

Em (Alvarez—Martl’nez and Lazaro, 2012), os autores apresentam uma heuristica
bastante eficaz. Ela é, na verdade, um refinamento da chamada regra de Warnsdorff, pre-
conizada pelo préprio (Warnsdorff, 1823), e que j4 havia sido empregada em outras heu-
risticas com algum sucesso, mas sempre apresentando alguns casos de falha, mesmo em
tabuleiros de tamanho modesto. Em (Squirrel and Cull, 2006), hd uma prova (incompleta,
segundo (Alvarez-Martinez and Lézaro, 2012)) de que sua heuristica funcionaria sempre
para n > 112, e a heuristica de (Pohl, 1967) também falha para algumas instancias. A
heuristica de Alvarez-Martinez e Lazaro (que abreviaremos AML), por outro lado, teria
sido alegadamente capaz de obter passeios abertos para o cavalo em tabuleiros n X n, para
5 < n < 2000, a partir de todas as casas iniciais possiveis. Embora valorosa em sua idéia
central, a heuristica AML possui alguns problemas. Primeiramente, nossa implementacao
ndo conseguiu reproduzir a taxa de sucesso reportada por seus autores.” De fato, a heu-
ristica falha em muitos casos, como pode ser comprovado sem o auxilio do computador
para valores pequenos de n. A bem da verdade, para quase todos os valores de n, ha casas
iniciais para as quais nenhum passeio aberto € por ela obtido. Ainda assim, a taxa de su-
cesso da heuristica permanece muito boa. Um segundo problema, porém, € o fato de que
tal heuristica lida de maneira questiondvel com as simetrias naturais de um tabuleiro n X n,
uma vez que ela por vezes encontra passeio aberto a partir de certa casa inicial, mas encon-
tra passeio distinto (ndo-simétrico ao primeiro) — ou mesmo falha em encontrar qualquer
passeio aberto — a partir de uma casa inicial que é absolutamente simétrica aquela.

Na Secdo 2, revisitamos a heuristica AML, apontando o que acreditamos ser fra-
quezas suas e apresentando exemplos que as evidenciam. Na Secdo 3, apresentamos um
primeiro refinamento aplicado a um dos critérios da heuristica AML, ndao apenas resol-
vendo a questdo da perda de simetria, como também j4 permitindo a obtencao de resultados
computacionais marginalmente superiores. A seguir, discutimos um segundo refinamento,
que nos leva a formulacao da heuristica definitiva proposta pelo presente trabalho. Nossa
heuristica, também baseada na regra de Warnsdorff e em critérios deterministicos de de-
sempate semelhante aos propostos por Alvarez-Martinez e Lizaro, é pois o desdobramento
dos trabalhos desses autores.

Na Secdo 4, passamos aos resultados computacionais obtidos, pelos quais € pos-
sivel observar que a heuristica proposta apresentou resultados incrivelmente satisfatorios,

20 link disponibilizado pelos autores para a sua implementagéo encontrava-se inoperante no momento da escrita deste
artigo.



tendo encontrado passeio aberto em todos os testes realizados, testes estes que cobriram
a totalidade das casas iniciais possiveis de tabuleiros n X n para 5 < n < 430. Nossos
resultados reforcam a conjectura de (Dudeney, 1970) de que, para n > 5, todo tabuleiro
quadrado admite passeio aberto iniciando em cada uma de suas casas iniciais possiveis.
Finalmente, na Se¢ao 5, fazemos nossas consideracdes finais.

2. A heuristica AML

Resolver o problema do passeio do cavalo por for¢a bruta— empregando por exem-
plo um algoritmo de backtracking para tentar, um a um, todos os possiveis movimentos a
partir de cada uma das casas — € claramente impraticdvel para tabuleiros cujo tamanho nao
seja infimo. As heuristicas existentes, portanto, sdo em geral gulosas, no sentido de que
tentam, a cada passo, escolher a préxima casa para o cavalo e para ela seguir sem jamais
depois se arrepender. Agindo dessa forma, o tempo gasto por uma execucdo € linear no
tamanho do tabuleiro, mas é possivel que ndo se consiga obter o passeio desejado. Cada
escolha da proxima casa a ser visitada € feita segundo uma avalia¢do das casas candida-
tas, isto €, casas do tabuleiro que ainda nao tenham sido visitadas até o momento, e que
possam ser atingidas por um movimento do cavalo a partir da casa atual. Essa avaliacdo se
da segundo certos critérios comparativos, e é o conjunto desses critérios que normalmente
distingue uma heuristica de outra.

A heuristica AML € baseada numa hierarquia de quatro critérios. Se, pelo primeiro
critério, uma das casas candidatas vence todas as demais, entdo ela sera a escolhida. Se
ha empate, o proximo critério na hierarquia € invocado. Persistindo o empate, passa-se ao
proximo critério, e assim por diante. Os critérios sao:

1) regra de Warnsdorft;

2) proximidade a um dos cantos do tabuleiro;

3) proximidade a uma das bordas (paredes) do tabuleiro;

4) prioridade da casa candidata, dada por uma permutacdo que é definida em funcao da
posicdo da candidata em relac@o a casa corrente e também em func¢ao da casa inicial do
passeio.

A regra de Warnsdorff consiste em selecionar a casa candidata que minimiza o
nimero de préximos movimentos possiveis. Em outras palavras, por este critério o cavalo
deve se deslocar para a casa a partir da qual ele contard com a menor quantidade de casas
candidatas para dar seu passo seguinte. Intuitivamente, a idéia é a de atacar primeiro as
restri¢des mais severas, deixando para mais tarde as casas que poderao ser mais facilmente
visitadas. Do contrério, imagina-se, as casas que ora ja dispdem de poucas op¢des poderdo
facilmente se transformar em becos sem saida.

Os critérios de proximidade a um dos cantos ou a uma das bordas sdo auto-
explicativos: vence a casa que estiver mais proxima a algum canto ou borda, o que in-
tuitivamente significa levar o cavalo primeiro as casas mais confinadas, com menos op¢des
de saida, acompanhando portanto a intui¢do do critério anterior.

Quanto ao ultimo critério, ndo ha exatamente uma justificativa intuitiva para ele.
Trata-se sobretudo de um critério deterministico, cabal, que ndo d4 margem a novos empa-
tes. Em linhas breves, faz-se passar pela posic¢do atual do cavalo duas retas, uma vertical
e uma horizontal, particionando o plano em quatro quadrantes relativos: o primeiro qua-
drante, a noroeste; o segundo quadrante, a nordeste; o terceiro quadrante, a sudeste; € o



quarto quadrante, a sudoeste. Da mesma forma, determina-se quatro quadrantes absolutos
fazendo-se passar duas retas ortogonais pelo centro do tabuleiro e numerando-se as regides
do plano assim obtidas de forma andloga a anterior. O quadrante inicial € o quadrante ab-
soluto que contém a primeira casa do passeio que se estd construindo. A seguir, as posi¢des
atingiveis por movimentos do cavalo a partir da casa corrente (sejam elas casas candidatas
ou ndo, estejam elas dentro do tabuleiro ou ndo) recebem prioridades de 1 a 8 distribuidas
sequencialmente no sentido horério, de forma que a casa que recebe prioridade 1 seja uma
das casas que estdo no quadrante relativo com o mesmo nimero do quadrante inicial. Isto é,
se o quadrante inicial é o primeiro quadrante absoluto, a posi¢do que recebera prioridade 1
serd uma daqueles que estdo a noroeste da casa atual do cavalo; se o quadrante inicial é o
segundo, receberd prioridade 1 uma das casas a nordeste do cavalo, e assim por diante.®> As
casas candidatas s@o assim priorizadas, e a escolhida para dar seguimento ao passeio serd
aquela de menor prioridade.

Ha possivelmente dois problemas com o quarto critério da heuristica AML. O pri-
meiro € a perda de simetria que ele acarreta. O segundo € sua arbitrariedade.

Perda de simetria. O quarto critério da heuristica AML implica com frequéncia cons-
trucdes assimétricas de passeios a partir de casas simétricas. De fato, a sequéncia de prio-
ridades € descrita no sentido hordrio para todas as casas, independentemente do quadrante
inicial. Os efeitos de se seguir uma ordenacdo hordria quando o passeio iniciou de um
quadrante par sao nitidamente distintos do efeito de se seguir a mesma ordenagdo quando
o passeio iniciou de um quadrante impar. Para que fossem mantidas as simetrias horizontal
e vertical do tabuleiro, seria preciso utilizar uma numeracdo no sentido anti-hordrio em
dois dos quadrantes (os impares, por exemplo). Além disso, hd casas simétricas dentro de
um mesmo quadrante, devido as simetrias estabelecidas pelas duas diagonais do tabuleiro.
O critério de desempate para duas casas simétricas deveria observar essa simetria, inver-
tendo, em um dos casos, o sentido de distribuicao das prioridades. A Figura 1 ilustra duas
execugdes da heuristica de Alvarez-Martinez e Lazaro para casas iniciais diagonalmente
simétricas em um tabuleiro 7 x 7. Na figura da esquerda, vé-se que o passeio aberto foi
encontrado (os nimeros indicam a ordem de visita as casas); na da direita, o cavalo foi
levado a um beco sem saida no centro do tabuleiro.

Arbitrariedade. As permutacdes de prioridades que sdo definidas pela regra do quarto
critério ndo seguem nenhuma intui¢do, mas sdo apenas uma maneira arbitraria de se de-
sampatar deterministicamente casas candidatas.

Os dois aspectos acima seriam pouco relevantes se a heuristica AML tivesse ob-
tido resultados incontestaveis, diante dos quais ndo se cogitassem melhorias. No entanto,
apresentamos, na Secdo 4, diversas instancias (tamanho do tabuleiro, casa inicial) para as
quais ela falha em obter passeio aberto. Uma delas € a da prépria Figura 1(b), que pode ser
verificada rapidamente.

Na préxima se¢ao, formulamos melhorias para os pontos acima, conseguindo uma
heuristica que foi capaz de obter passeio aberto em 100% das mais de 2 milhdes de instan-
cias testadas.

30 artigo de Alvarez-Martinez e Lazaro ndo especifica qual exatamente, dentre as duas casas de um quadrante, serd
aquela que receberd prioridade 1. Na verdade, isto € feito apenas para o caso em que o quadrante inicial é o segundo.
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Figura 2. Heuristica OctAML. (a) Casa inicial: (4,0). (b) Casa inicial: (6, 2).

3. Nova heuristica OctAML16

Um tabuleiro n X n possui quatro eixos de simetria coincidindo com suas diagonais
e as mediatrizes de seus lados. Para respeitar tais simetrias, identificamos os octantes
absolutos do tabuleiro, que sdo as regides delimitadas pelos eixos de simetria e pelos lados
do tabuleiro, como ilustrado na Figura 3.

Um primeiro refinamento da heuristica AML foi obtido, portanto, pela substituicao
de seu quarto critério por outro equivalente, mas que considera a ordenagdo das prioridades
como sendo definida a partir do octante inicial, isto é, o octante absoluto que contém a casa
de onde se iniciou o passeio. As 8 posi¢des ao redor da casa corrente do cavalo situam-se,
cada qual, em um dos octantes relativos definidos por retas imagindrias que se interesctam
na casa corrente. Os octantes relativos sao numerados de 1 a 8 (primeiro octante, segundo
octante etc.) em sentido horario a partir do octante esquerdo/inferior do primeiro quadrante
relativo (o quadrante a noroeste da casa atual do cavalo). A seguir, as prioridades das casas
sao distribuidas em sentido hordrio ou anti-horério de acordo com o octante inicial (veja
sentido de rotacao das setas na Figura 3), e de tal forma que a casa que receberd prioridade
1 serd a que estiver situada no octante relativo cujo nimero corresponde ao nimero do
octante inicial. As Figuras 4(a) e 4(b) ilustram as prioridades que sdo atribuidas as casas
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Figura 3. Octantes absolutos e os sentidos de rotacao definidos por casas iniciais neles
situadas.

candidatas nas situacdes em que a casa inicial pertence, respectivamente, ao primeiro e ao
sexto octante absoluto. Como na heuristica AML, a casa candidata de menor prioridade é
selecionada. Chamemos a heuristica assim obtida de heuristica OctAML.

Embora esta nova forma de se distribuir prioridades seja tdo arbitrdria quanto a da
formulacao original da heuristica AML, os resultados obtidos foram (marginalmente) supe-
riores, como serd visto na Se¢do 4, trazendo adicionalmente a vantagem de sempre prover
resultados absolutamente simétricos. A Figura 2 apresenta os resultados das execugdes da
heuristica OctAML para as mesmas instancias da Figura 1, podendo-se perceber a perfeita
simetria dos passeios por ela obtidos (nesse caso, pode-se transformar um passeio no outro
por meio de um espelhamento segundo um de seus eixos de simetria diagonal).

Rotacio e translacio de prioridades. O maior ganho, contudo, foi obtido quando —
com o objetivo de diminuir o grau de arbitrariedade das permutacdes de prioridades im-
postas pelo quarto critério — optamos por empregar, um por vez, todos os 16 possiveis ma-
peamentos de prioridades que atribuem prioridades consecutivas, médulo 8, a posicdes que
ocupam octantes relativos consecutivos. Em outras palavras, para um dado tabuleiro e uma
dada casa inicial, a heuristica consiste em se executar (no maximo) 16 vezes a heuristica
OctAML, tendo definido de antemao, para cada uma delas, (i) qual serd a diferenca entre
as numeragdes do octante relativo que receberd prioridade 1 e do octante inicial (transla-
¢d0); e (i) qual serd o sentido de distribui¢do das prioridades (rotacdo). Se alguma dessas
execucodes encontrar um passeio aberto, este € exibido e o algoritmo para; do contrario, ao
fim das 16 tentativas o algoritmo reporta que nao encontrou passeio.

A implementa¢do da nova heuristica, a que chamaremos OctAML16, é simples.
Cada iteracdo de seu lago principal é controlada por um par (r,t), onde r (de rotacdo)
assume valores r € {—1,1}, e ¢ (de translagdo) assume valores ¢ € {0,1,...,7}, num
total de 16 iteragdes. Na iteracdo referente a certo par (r,t), serd feita a tentativa de se
obter um passeio aberto utilizando a heuristica OctAML para a qual o octante relativo que
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Figura 4. Permutacoes das prioridades: (a) casa inicial no primeiro octante; (b) casa inicial
no sexto octante.

receberd prioridade 1 serd o octante ¢, e o sentido de rotacao da distribui¢@o das prioridades
fica definido pelo parametro r: 1 (respectivamente, —1) indica que o sentido sera horario
(anti-horério) se o octante inicial for impar e anti-horario (horario) se o octante inicial for
par, mantendo o respeito as simetrias do tabuleiro em cada execugao.

Note que as 16 possiveis tentativas ndo sdo feitas para cada passo do cavalo, o que
configuraria uma abordagem de backtracking e um tempo de execugdo exponencial, mas
sim para fodo o passeio, isto é, para uma iteracdo completa do lago principal. Uma vez de-
finida a regra para aquela iteracdo, a regra serd a mesma durante toda ela, a cada momento
em que for necessario invocar o quarto critério. No pior caso, a heuristica demandara 16
vezes mais tempo que a heuristica AML, permanecendo ainda, portanto, linear no tamanho
do tabuleiro. Na prética, observamos que em média menos do que duas iteracdes sao neces-
sérias, sendo portanto infima a degradacdo do desempenho. A Figura 5 ilustra a heuristica
proposta, em pseudo-c6digo.*

4. Resultados computacionais

Apods a implementacdo das trés variantes consideradas, passamos a defini¢do e a
consecucdo dos casos de teste.

Primeiro teste: resultados da heuristica AML. Em (Alvarez-Martinez and Lézaro,
2012), afirma-se que a heuristica AML consegue encontrar passeio aberto a partir de todas
as casas iniciais possiveis para tabuleiros n x n, para 5 < n < 2000. Ocorre que a comple-
xidade de se gerar passeios do cavalo a partir de todas as casas de um tabuleiro n X n tem
complexidade £2(n?), uma vez que, para cada n, hd ©(n?) casas iniciais possiveis, cada
uma das quais exigindo esfor¢o 2(n?) em razio do tamanho de um passeio aberto. Para
n = 1000, chegamos a uma ordem de grandeza de (1000)* = 10'2. Considerando todos
os valores de n entre 5 e 2000, temos pelo menos 1000 vezes essa ordem de grandeza, ou
10'? casas que em algum momento seriam acrescentadas a algum passeio. Um computa-
dor que opere a 10° ciclos de méaquina por segundo jamais processaria mais do que 108

*0 cédigo completo, em linguagem C, pode ser encontrado em https://www.dropbox.com/s/
utvrnj9oesnu3b9/cavalo.c.



algoritmo: OctAMLI16

entrada: um tabuleiro n X n e uma casa inicial (g, yo)

saida: um passeio aberto do cavalo, ou a indicagdo de que nio foi possivel encontra-lo
1 parar e {1,—-1},t€{0,...,7} faca

2 P+ 0

3 casa_atual < (xq,yo)

4 enquanto | P| < n? faga

5 P = P + casa_atual /I concatena casa_ atual ao passeio corrente
6 C « {(z,y) | (x,y) é atingivel da casa atual e (z,y) ¢ P}

7 se |C'| = 0 entiio saia do laco // segue para a linha 21

8 C + {(z,y) € C| (z,y) é minima pela regra de Warnsdorff}

9 se |C| > 1 entdo

10 C « {(z,y) € C'| (x,y) tem distdncia minima a um dos cantos }
11 se |C| > 1 entdo

12 C <+ {(z,y) € C'| (z,y) tem distdncia minima a uma das bordas}
13 se |C| > 1 entdo

14 para cada (z,y) € C faca

15 plx,y] < (oct_rel(x,y) — oct_abs(xg,yo) — r - t) mod 8

16 se r = —1 entdo

17 plz,y] < (8 — plz,y]) mod 8 // inverte a rotagdo

18 plzr,y] < plz,y] +1 // prioridades em [1, 8], por defini¢ao
19 C <+ {(z,y) € C'| plx,y] é minimo}

20 casa_atual < elemento tnico de C

21  se|P|=n? entdo

22 retorne P

23 retorne “passeio niao encontrado”

Figura 5. Heuristica OctAML16 para o passeio aberto do cavalo em tabuleiros quadrados.
As fungoes oct_rel e oct_abs retornam, respectivamente, os octantes relativos (a casa atual
do cavalo) e absoluto da casa passada como parametro.

casas por segundo (na expectativa extremamente otimista de se gastar apenas 10 ciclos de
madquina por casa, quando o nimero real estd certamente uma ou mais ordens de grandeza
acima), e ja temos af um limite inferior da ordem de 10'°/10® = 107 segundos, ou 115 dias,
para verificar experimentalmente aquela afirmacfo.> De todo modo, foi possivel encontrar
contra-exemplos rapidamente. Executando a heuristica AML para todas as casas iniciais
do segundo quadrante absoluto, obtivemos, em 56 dos 76 valores possiveis para n entre
5 e 80, pelo menos uma casa inicial para a qual a heuristica falha. A Tabela 1 apresenta
algumas dessas instancias (no maximo uma falha por valor de n estd sendo exibida). Res-
saltamos a existéncia de casos, ndo apresentados na Tabela 1, em que a heuristica AML
falha ndo apenas a partir de certa casa inicial considerada, mas também a partir de todas as
casas iniciais que lhe sdo simétricas, e.g. n = 7, casas iniciais (0, 0), (0, 6), (6,0), (6,6).

5 Acreditamos, por conseguinte, que os autores tenham se enganado quanto a haver testado para todas as casas iniciais,
como também € possivel que se tenham enganado com relagdo a Figura 7 apresentada em seu artigo, onde apresentam
uma alegada soluc@o para um tabuleiro 113 x 113 a partir da casa inicial (98, 55). Por ser impar o tamanho do tabuleiro,
é impossivel existir passeio aberto ou fechado a partir da casa inicial em questdo, que possui cor preta.



Tabela 1. Algumas instancias de falha da heuristica AML.

n casa inicial n casa inicial n casa inicial
7 (4,2) 43 (22, 8) 63 (32,24)
18 (12,2) 44 (25,21) 64 (35,30)
20 (11,5) 45 (26,6) 65 (36,28)
22 (17,7) 46 (27,20) 66 (36,9)
24 (14,10) 47 (24, 2) 67 (40, 32)
26 (24, 4) 48 (26, 10) 68 (44,31)
27 (23,3) 50 (30,20) 69 (36,20)
28 (15,1) 51 (26, 16) 70 (53,19)
29 (20,8) 52 (28,17) 71 (47,5)
32 (19,5) 53 (39, 15) 72 (47,3)
34 (33,8) 54 (43,19) 73 (40,4)
35 (32,8) 55 (33,19) 74 (39,12)
36 (29,9) 56 (29,19) 75 (45, 35)
37 (31,7) 57 (33,13) 76 (39, 34)
38 (32,7) 58 (44, 8) 7 (52,6)
39 (29,1) 59 (54, 10) 78 (41, 38)
40 (21,9) 60 (37,11) 79 (40, 16)
41 (28,0) 61 (43, 29) 80 (44, 30)
42 (23,2) 62 (36,27)

Tabela 2. Comparacao entre heuristicas: a terceira coluna indica o total de instancias tes-
tadas; as trés colunas mais a direita indicam as quantidades de falhas de cada heuristica.

n casa(s) inicial(is) total | AML | OctAML | OctAMLI16
5<n <80 |2°quad (s/ fronteira) | 31597 | 227 219 0
5<n <80 |2°quad (c/fronteira) | 32832 | 237 228 0

5 < n <5000 | (0,0) 4996 127 127 0

Segundo teste: comparacao das heuristicas AML, OctAML e OctAML16. As trés
variantes foram executadas, primeiramente, para todos os tabuleiros n x n, 5 < n < 80, a
partir de cada uma das casas possiveis do segundo quadrante (tanto incluindo quanto nao
incluindo as casas da fronteira do segundo quadrante com o primeiro e terceiro quadrantes).
A seguir, foram consideradas instancias de tabuleiros n xn, 5 < n < 5000, sempre a partir
da casa inicial (0,0). Os resultados obtidos estdo na Tabela 2. As Figuras 6 e 7 ilustram
dois casos para os quais a heuristica AML falha e a heuristica OctAML16 é bem sucedida.

Terceiro teste: resultados da heuristica OctAML16. O terceiro experimento foi um
teste exaustivo da nova heuristica proposta. Ela foi executada em todos os tabuleiros n x n,
para 5 < n < 430, a partir de todas as casas iniciais do primeiro octante, num total de
2548199 instancias. Como a heuristica € perfeitamente simétrica, foi desnecessdrio replicar
os testes para os demais octantes. A heuristica OctAML16 foi capaz de encontrar passeio
aberto para todas as instancias.



Figura 6. Tabuleiro 80 x 80, casa inicial (44, 30). As cores indicam a ordem de visita as casas.
Quanto mais claro o tom, mais cedo foi feita a visita. Casas brancas indicam casas nao-
visitadas. (a) A heuristica AML falha (note os quatro pontos brancos no centro da figura).
(b) A heuristica OctAML16 encontra um passeio aberto.

(a) ®)

Figura 7. Tabuleiro 200 x 200, casa inicial (103,54), mesma convencado de cores. (a) A
heuristica AML falha (note os dois pequeninos pontos brancos no centro da figura). (b) A
heuristica OctAML16 encontra um passeio aberto.

5. Conclusao

Neste trabalho, formulamos uma heuristica para o problema do passeio aberto do
cavalo, que resiste, hd muitas décadas, a solugdes exatas eficientes. Nossa heuristica € a
extensdo do trabalho de diversos autores, com refinamentos simples que lograram produzir
resultados absolutamente favordveis. Acreditamos ser dificil provar que a heuristica pro-
posta funciona sempre. Em todo caso, os resultados obtidos reforcam a conjectura de que
todos os tabuleiros n X n admitem passeio aberto do cavalo.



Como trabalhos futuros, convém experimentar a nova heuristica a tabuleiros irre-
gulares e multidimensionais. Se os conceitos de quadrante e octante podem ndo ser tao
facilmente generalizdveis, a idéia mais bdsica de aliar a regra de Warnsdorff a aplica¢do
sucessiva de um nimero constante de permutacdes de prioridades — sem incorrer em au-
mento da complexidade assintdtica — parece extensivel a outras variantes do problema,
assim como possivelmente ao problema do caminho hamiltoniano em grafos mais gerais.
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